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Déf. On dit qu'une application F' d'un ouvert €2 de R x R™ est
localement lipschitzienne en la seconde variable si pour tout
(to, z0) € €, il existe un voisinage V' de (tg,x0) et k > 0 tels que
pour tout t € R et z,2" € R™ tels que (t,z) € V et (t,2') € V,

1F(t,2) = F(t, )] < kllz — 2],
Déf. On se donne une équation différentielle

(B) :y™ = F(t,y,y,....,y"™Y)

et (to, Zo, .., Tn_1) € Q. On appelle probleme de Cauchy de (F
en (to,xg,...,T,_1) la recherche d'une fonction ¢ : I — E (ou
est un intervalle de R) solution de (E) et vérifiant ¢ty € I, ¢(ty) =

LOs -y ¢(n—1) (tO) = Tp-1-

~N—

Lemme. On considére maintenant 1’équation différentielle

(E):y = f(t,y)

ou f: U — R™ est continue et U est un ouvert de R x R™. Une
fonction y : I — R™ est une solution du probléeme de Cauchy de
données initiales (g, yo) si et seulement si

(i) y est continue et, pour tout ¢t € I, (t,y(t)) € U
(i) Pour tout ¢ € I, y(t) = yo + [, f(u,y(u))du

Théo. Soit F': Q@ C RxR" — R" (01 (2 est un ouvert de RxR™ une
fonction continue et localement lipschitzienne en la seconde variable.
Alors pour tout (ty, zo) € 2, il existe un intervalle I voisinage de to
dans R et une application ¢ : I — R™ solution de y' = F(t,y) telle
que ¢(ty) = xo. De plus, il y a unicité pour le probléme de Cauchy
de cette équation différentielle en (to, o).

Démonstration. Soit (tg,zo) € Q. Pour tout r > 0, on pose
B, ={x e R", ||z — xo|| < r}

et pour tout a > 0, I, =]t — v, to + «f. Soit V un voisinage compact
de (tg, o) dans Q sur lequel F est k-lipschitzienne en la seconde
variable. Notons M un majorant de F' sur V. On peut choisir > 0
et @ > 0 désormais fixés, tels que I, Xx B, C V et aM < r. La
fonction F est continue, toute solution est donc de classe C'. Ainsi,
une application ¢ : I, — R" est solution si et seulement si pour tout
tel, (to(t) € Qet ¢(t) =zo+ i, Fu,y(u))du.

Posons F = C(1,, B;), muni de ||.||s. On sait que I, est un compact
et que B, est complet (fermé dans un complet) donc (F, ||.||«) est
complet.

Posons, pour t € [,

o F — F
y(t) — <t|—>x0+/t:f(u,y(u))du>.

y est une solution de (E) si et seulement si y est un point fixe de ¢.
On va donc vouloir appliquer le théoreme du point fixe. Montrons
tout d’abord que si y € F, alors ¢(y) € F.

Soit (t,)nen+ une suite de [, convergeant vers t. Montrons que

O(y)(tn) —2 o(y)(1).
6t = w0+ [ Fluylu))dy

= fBo+/Rf(%y(u))]l[min(tn,to),max(tn,to)}(U) du.

gn(u)

Par théoreme de convergence dominée, on obtient bien le résultat.



Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Montrons maintenant que, pour tout ¢t € I, ¢(y)(t) € B,.
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On a bien que ¢(y) € F. Montrons que, pour tout p € N, pour tout
Y,z € F et pour tout t € I,

I - el < 200,

— 2||o0-

On fait une récurrence sur p € N. Pour p = 0, on a bien le résultat.
Supposons maintenant le résultat vrai pour p et montrons le pour
p+ 1
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On obtient donc en particulier que, pour tout ¢t € I,, pour tout
Y,z € F et pour tout p € N

kPP

197 W)(®) = ()OI = == lly = 2l

‘ /tt fu, @ (y)(u) — f(u, ¢"(2)(u))du

Ainsi 1P
«

P (y) — " (2)]]o0 < THy — 2|]oo
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On sait que 2 0 car c’est le terme général d’une série expo-
p oo

kPaP

nentielle. Il existe donc pg € N tel que < 1. On a donc que ¢

p!
est une application k;?p—contractante sur F.
D’apres le théoreme du point fixe de Banach-Picard, il existe un

unique y € F telle que ¢*(y) = y. On a alors

P(d(y)) = ¢(d"(y) = ¢(y).

L’unicité du point fixe implique que ¢(y) = y. L’application ¢ admet
donc un unique point fixe d’otu le résultat. O




